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1.  INTRODUCAO

Amostragem é uma das técnicas quantita-
tivas mais presentes nos trabalhos de auditoria
nao s6 privada como governamental. Ela per-
mite que, investigando-se uma parte, possa-se
concluir sobre o todo. Entre as formulag¢ées
amostrais, sobressai-se a estimativa de propor-
¢oes, pela utilidade na identificagdo e mensura-
¢do das inconformidades em bancos de dados,
tais como: balangos, folhas de pagamento ou
arquivo de contratos. Por meio de tais estima-
tivas, mensura-se a propor¢ao de improprie-
dades no conjunto de observagoes auditadas e
decide-se se a magnitude dos desvios € signifi-
cativa para macular a administragio.

A estimacgao de proporg¢des ambienta-se
em questdes de dois tipos: dicotdomicas e poli-
tomicas. As questoes dicotomicas sdao aquelas
que contém dois itens de resposta, geralmen-
te representadas pelo bind6mio sim/nao. Esse
tipo de questao e as respectivas estimativas
possuem teoria bem desenvolvida na litera-
tura sobre amostragem, dispensando assim
comentarios mais longos sobre o tema neste ar-
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tigo. Ja as questoes politdmicas, compostas de
questoes de mais duas categorias ou classes de
resposta, nao contam com literatura tao aces-
sivel para melhor compreensio das diferengas
em relagdo as questdes dicotdmicas. Este arti-
go tem o objetivo de esclarecer e demonstrar
a formulacio diferenciada que acompanha a
amostragem simultinea de varias proporg¢oes
contidas em questdes politdbmicas.

A primeira sec¢ao traz, como contraponto
inicial ao tema principal, um resumo teérico da
amostragem de uma proporgao inserida em ques-
toes dicotdmicas. Na se¢ao seguinte, apresenta-
mos o desenvolvimento téorico da amostragem
de varias proporgdes contidas em questdes poli-
tomicas e pontos coincidentes ao modelo dico-
tomico. Na terceira se¢do, expomos as corregoes
de Bonferroni e de Sidak, que impdem a diferen-
ciagdo entre as amostragens dos casos dicotomi-
co e politomico. Na quarta se¢io, analisamos o
impacto dessas corre¢des no dimensionamento
amostral. Finalmente, tragamos orientagoes para
aplicagao das citadas corre¢des nos trabalhos de
amostragem voltados a questdes politomicas.
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2.  QUESTOES DICOTOMICAS

A amostragem de proporgdes em ques-
toes dicotdmicas fundamenta-se na distribui-
¢do binomial, pois ela descreve e opde duas
classes de resultados, tais como: sucesso/fra-
casso, sim/nao, conforme/inconforme etc. Uma
distribui¢ao binomial é representada por:

P = (1) p-pre

em que p € probabilidade de um evento
determinado em cada tentativa e n é o nimero
de tentativas. Para efeito de teste inferenciais,
inclusive tendo como objetivo amostragem, o
valor esperado de tal evento é n-p e sua vari-
ancia é de n-p-(1 - p).

Um exemplo proporciona esclarecimen-
to. Caso se deseje realizar uma amostragem
para verificar a proporg¢do de contratos afeta-
dos por inconformidades, o cilculo do tamanho
da amostra n seria:

N.22.p.q
(N-1).e’+2°.p.q
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Em que é N € o tamanho da populagio,
q é igual a (1-p), e é a margem de erro, ez é o
fator da distribui¢io normal padronizada cor-
respondente ao nivel de significancia a. Geral-
mente, o produto p-q € obtido do histérico de
trabalhos anteriores ou, quando totalmente
desconhecido, substituido por 0,25, valor ma-
ximo que proporcionara um calculo conserva-
dor do tamanho da amostra.

3. QUESTOES POLITOMICAS

No caso de se terem questdes politdomicas,
a distribui¢do que fundamenta o processo de
amostragem é a multinomial, que é uma gene-
ralizagao da distribui¢ao binomial para mais de
duas proporgdes. Situagdes que podem ser mo-
deladas pela probabilidade acima sdao questoes
de multipla escolha, sejam de resposta tinica ou
muiltipla, escala de Likert, escala numérica, etc.

Sejam, entdo, as probabilidades p1....,p2,
satisfazendo a O < pi £ 1, para i=1,...,n, e
Z?z 1 p,= 1. Entdo, a probabilidade conjunta de
se obterem as quantidades (x,.....x ), a partir de
uma amostra de tamanho m, é dada por:

m)!
P(x,,....¢ ) = py...p3?
x !

Pode-se demonstrar que a distribui¢ao
marginal de qualquer componente X, da dis-
tribuicao multinomial corresponde a uma
Binomial(m, p,), em que m ¢ o niimero de ten-
tativas e p, ¢ a probabilidade de obtengdo de X,
em cada tentativa (ver Apéndice A).

Assim, os equacionamentos dos parame-
tros de amostragem (esperancga e variancia)
que utilizamos para amostragem de questdes
dicotobmicas sdo validos para a amostragem de
questdes politomicas. Em fun¢ido da equiva-
léncia demonstrada acima, a esperanga de X,
é m-p, e a sua variancia é m-p-(1-p,), que sdo
equivalentes ao caso binomial.
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Para beneficio de melhor esclarecimen-
to, seja uma questao de auditoria operacional
em que se busque identificar a proporg¢ao de
impropriedades em uma folha de pagamento.
Ha quatro possibilidades: inconformidade A,
inconformidade B, ambas inconformidades ou
nenhuma delas. Essa situagio seria modelada
por uma distribui¢ao multinomial de quatro
proporgoes (m=4) e teria tamanho de amostra
igual a:

N.2>.p.qg

n = max
Pa - (N-1).e*+3°.p.q

Essa formulagido é equivalente a (1), a
ndo ser pela escolha do produto p-q que maxi-
miza o resultado do calculo, bem com o valor
de z, que merecera aten¢ao na se¢o seguinte.
A escolha do valor maximo entre os resultados
da férmula decorre de conservadorismo, no
sentido de garantir a obteng¢ao de erros amos-
trais desejados para todas as propor¢oes. Com
o desconhecimento de uma estimativa inicial
do produto entre p e q, a solu¢do, mais uma
vez, seria de fazé-lo igual 0,25.

Nao obstante a equivaléncia dos parame-
tros estatisticos dos modelos de amostragem
binomial e multinomial, h4 uma difereng¢a na
inferéncia estatistica para amostragem mul-
tinomial, quanto ao nivel de significincia do
teste, que necessita de um ajuste no valor de z
da distribuicio.

4.  AS CORRECOES DE
BONFERRONI E SIDAK

Segundo Kohl e Magnussen (2010, p. 90),
a estimacio de intervalos de confianga para
k classes precisa considerar que as estimati-
vas de precisido sio simultaneamente dadas
para as k classes. Significaria distribuir o nivel
de significancia global a pelos k intervalos de
estimagdo. O método de Bonferroni distribui
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o nivel de significancia global, de modo igua-
litario, pelas classes individuais. Se temos 4
classes a serem testadas em conjunto com um
nivel de confiang¢a global de 0,95 (0=0,05), o
nivel de significancia corrigido por Bonferroni
para cada classe serd de a,=a/k=0,05/4=0,0125.
Assim, com a correc¢io de Bonferroni, é possi-
vel realizar testes de hipétese conjuntos, mas
controlando-se o nivel de confianga global que
cobre os niveis de confianc¢a de cada um des-
ses testes. Esse raciocicio pode ser encontrado
também em outros trabalhos, tais como Angers
(1989, 1974). A demonstragio da corregiao de
Bonferroni pode ser obtida das relagdes boole-
anas da estatistica (ver Apéndice B).

Desse modo, se uma questao de auditoria
possuir k classes, dado que Z?ﬂ p,= 1, apenas
k-1 classes precisarao ser testadas, o que resul-
tard, pela corre¢do de Bonferroni, que o nivel
de significancia serd igual ao nivel de signifi-
cancia global dividido por k-1. Percebe-se que,
para o caso de k=2, a corre¢do de Bonferroni
simplifica-se, resultando no caso dicotémico.

Seja o exemplo anterior, de 2 tipos de in-
conformidade gerando 4 itens de resposta e
considere um nivel de significincia global de
0,05. O fator z a ser inserido na férmula (2)
devera corresponder ao nivel de significincia
de 0,01667 (=0,05/3), o que redundara em um
z=2,39398. Logo, considerando N=20000, uma
margem de erro de €=0,03 e o produto p-q de
0,25, a amostra sera de:

20000 . 2,39398%. 0,25
ns= =1474,67 = 1475

(20000-1).0,03? +2,39398 . 0,25

Essa também ¢ a solugdo apresentada por
Oliveira (2004, p. 101-103), ao adotar um ni-
vel de significancia individual de a/2(k-1), em
que k é namero total de classes. Ao perceber
que, em Oliveira (2004), a divisao por dois re-
sulta do teste bicaudal, podemos concluir que
se trata de calculos idénticos.
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Aqui, vale um esclarecimento importante
a ser feito quanto as afirmagdes de independén-
cia proferidas por tal publicagdo. Nao se trata
de independéncia estatistica, mas tio somente
de independéncia algébrica. Nao faria sentido
afirmar independéncia estatistica entre varia-
veis aleatérias multinomiais, pois a condi¢ao
construtiva E?: 1 p,= 1impde uma caracteristica
de dependéncia estatistica entre as variaveis
aleatdrias X,;--.X , uma vez que a covarian-
cia entre X, e X, quaisquer ¢ ndo nula e igual
m-p,-p, (Casella e Berger, 2002, p. 182). A inde-
pendéncia defendida por Oliveira (2004), pelo
contrario, diz respeito a mera independéncia
algébrica entre os itens de resposta, apenas
afastada quanto ao tltimo item de resposta que
completa a soma unitaria das proporgoes como
comentado em paragrafo anterior. Deve-se lem-
brar também, finalmente, de que a formulagdo
de Bonferroni aplica-se ao caso geral de de-
pendéncia estatistica, o que abrange também
o caso particular de independéncia, esta que
pode ser definida como dependéncia nula.

Uma alternativa a Bonferroni seria con-
siderar que, ao se testar um conjunto de pro-
por¢des, a um dado nivel de significancia, mais
provavel sera incorrer-se em erros do tipo I —
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erro de rejeitar uma hipétese nula verdadeira,
denominado nivel de significancia (a -) do que
se tivesse testando apenas uma proporg¢do, ou
seja, quanto mais testes sao realizados, mais
provavel de que sejam encontrados eventos
raros (Abdi, 2012).

Dado um nivel de significincia a, a pro-
babilidade de nio se incorrer no erro tipo I em
um teste serd de 1 - a. Caso se fagam dois tes-
tes, e considerando independéncia (estatistica)
entre eles, a probabilidade de nao se incorrer
no erro tipo I sera de (1 - a)?. Assim, para k
testes, tem-se (1 -a )*. Para obter o nivel de sig-
nificancia global, basta tomar o complemento
do resultado anterior: a, . =1-(1-a,

)k
global individual”
o que resulta na correc¢io de Sidak:

ﬁ=1-(1—(l)1/k

Na qual se passa a denominar de a, o ni-
vel de significancia global, e de B, o individual.

Seja, pois, o exemplo anterior das incon-
formidades. O fator z sera correspondente ao ni-
vel de significincia de 0,01695 (=1-(1-0,05)"?),
o que redundara em um z = 2,387738. Logo,
considerando N = 20000, uma margem de erro
de e = 0,03 e o produto p-q de 0,25, a amostra
sera de:

20000 . 2,387738%. 0,25

5. IMPACTO DAS CORRECOES
DE BONFERRONI E SIDAK

Pode-se demonstrar que a correg¢ao de
Sidak sempre resulta em valor mais alto do
que a de Bonferroni (ver Apéndice C), o que
torna esta mais conservadora (pessimista) do
que aquela, no sentido de se evitar mais erros
do tipo I (Tabela 1).

Uma observagdo a ser feita é a de que k=2
resulta no caso binomial e em uma igualdade
entre os niveis de confiancga global e individual
de cada teste. Apesar de muito préximos, a
correcao de Sidak possui a vantagem de pro-
porcionar um tamanho de amostra menor do
que a de Bonferroni, mas nio olvidando que
aquela, rigorosamente, aplica-se a testes inde-
pendentes entre si, caso este que nao é o mais
frequente nas situagdes enfrentadas. A situa-
¢ao de dependéncia estatistica na corre¢ao de
Sidak, ao invés de igualdade, é representada
pela desigualdade: f>1 - (1 - a)"*. Ao se adotar
mais uma vez a solu¢ao mais conservadora, faz
16gica continuar a se utilizar #=1 - (1 - a)*.
A correcgido de Sidak para ajuste da estimativa
conjunta de proporg¢des € adotada também em
outros trabalhos como o manual de amostra-
gem do Tribunal de Contas da Unido (Brasil,
2004, p. 59-60) e Souza (2000, p. 42-43), am-
bos trabalhando também com a independéncia

n= =1467,56 = 1468
(20000-1). 0,03 +2,387738°.0,25 das proporgdes sob o conceito algébrico, ndo o
— o
Tabela1 e o someron o
gg;ﬁ%‘r’s;ies‘i’ dZEr 2 0,05000 0,05000 0,10000 0,10000
3 0,02500 0,02532 0,05000 0,05132
4 0,01667 0,01695 0,03333 0,03451
5 0,01250 0,01274 0,02500 0,02600
6 0,01000 0,01021 0,02000 0,02085
7 0,00833 0,00851 0,01667 0,01741
8 0,00714 0,00730 0,01429 0,01494
9 0,00625 0,00639 0,01250 0,01308
10 0,00556 0,00568 0,01111 0,01164
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Grafico 1 3,35
Variacdo da correcao

de Bonferroni em funcao

3,15 /

do nimero de itens k,
para a = 0,05

2,95 /

2,75 /

2,55 /

2,35

Correc¢ao de Bonferroni

2,15

1,95

estatistico, como antes comentado. Nao se deve
olvidar outrossim que, em uma questao de au-
ditoria de k itens de resposta, com Zlle p,=1,
o expoente da férmula de Sidak é 1/(k - 1).

O valor z da distribui¢ao normal, ndao
obstante aumente bastante, ndo explode com
o quantitativo maior de itens k, nao compro-
metendo assim o tamanho da amostra. Na Fi-
gura 1, para a=5%, plotamos os valores de z em
fungdo de Kk, pela formulac¢do de Bonferroni,
que a op¢do mais conservadora a resultar em z
mais elevado. Tomando-se, como parametro de
comparag¢do o k=2, em que convencionalmente
z=1,9599, podemos verificar quio reduzido é o
avango de z com aumento de k, a ponto de z ser
apenas ainda 3,4780, quando k atinge 100. Nes-
se caso, o aumento do tamanho da amostra, con-
siderando a populacao suficientemente grande,
seria de 216% (=(3,4780/1,9566)2-1), mesmo
considerando um aumento de k=2 para k=100.

Tabela 2
formatos de questdes
de mltipla escolha

verificadas no contrato examinado:

(a) Inconformidade A

(b) Inconformidade B

(c) Inconformidade C

(d) Inconformidades A e B
(e) Inconformidades A e C
() Inconformidades B e C
() Inconformidades A, B e C
(h) nenhuma delas
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6. TRATAMENTO DE QUESTOES
POLITOMICAS

Questdes com itens de respostas cujas
proporgdoes sao complementares, ou seja, cuja
soma iguala-se a unidade, possuem uma evi-
dente dependéncia estatistica. Nesses casos,
embora ainda seja possivel o desmembramento
da questdao em questoes dicotémicas, tal pro-
cedimento nio é recomendavel, uma vez que
0 que se busca é uma amostragem com nivel
de significancia global da questido como todo.

Um exemplo pratico em auditoria pode
esclarecer a importancia de uma amostragem
com nivel de significiancia global. Seja um tra-
balho de auditoria que busca em contratos os
tipos de inconformidade A, B e C, por meio de
um questionario que contenha uma questao de
muiltipla escolha. H4 duas formas de se imple-
mentar a questao (Tabela 2).

Forma 1 - resposta Unica Forma 2 — resposta mutipla

Marque o item correpondente as inconformidades

Marque, caso haja, as inconformidades encontradas no
contrato examinado (pode marcar mais de um item):

(a) Inconformidade A
(b) Inconformidade B
(c) Inconformidade C
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Observe que as formas sido equivalentes
quanto ao objetivo pretendido de mapear to-
das as situag¢des de inconformidade dos con-
tratos. A titulo de exemplo, caso um contrato
possua as inconformidades A e G, perante a
forma 1, a marcacgio serd o item (e), enquan-
to, perante a forma 2, os itens (a) e (c¢) serao
apontados simultaneamente. Mesmo a ine-
xisténcia de inconformidades, que, na forma
1, possui o item (h), pode ser registrado na
forma 2, pela auséncia de marcacgio.

Outrossim, os procedimentos de amos-
tragem sao equivalentes. Uma quantidade de
tipos n implica a construgdo de 2" itens na for-
ma 1 da questido. No caso exemplificado, trés
tipos de inconformidades redundariao em 2°=8
itens na forma 1, ou seja, o ntimero de partes
do conjunto das inconformidades {A,B,C}. En-
tao, 8 seria o valor de k para dimensionamento
da amostra, segundo uma amostragem com o
nivel de significincia global regida pela fér-
mula (2), em que seriam estimadas 7 (=2"-1)
proporgdes, devido a 7 propor¢des indepen-
dentes algebricamente, sendo a oitava depen-
dente das restantes em razao do somatorio
das proporg¢des igual a unidade. No entanto,
como ja comentado, a forma 2 representa uma
economia de espac¢o na implementacgio da
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I
Tabela 3
fator z em funcdo de n

1,959964

1 2

2 4 2,393980
3 8 2,690110
4 16 2,935199
5 32 3,153563
6 64 3,355000
7 128 3,544271
8 256 3,724016
9 512 3,895869
10 1024 4,060938

questdo, sem comprometer os resultados bus-
cados. Do mesmo modo, o niimero de itens k
a serem considerados no dimensionamento da
amostra deve considerar o namero de partes
do conjunto 2",

Ao se utilizar Bonferoni, percebe-se
que, mesmo com o aumento exponencial de
k itens decorrente da reduzida elevagio da
quantidade de tipos n, o z ndo cresce exacer-
badamente, como se pode ver na Tabela 3.
Como se verifica, n=10 gera k=1024 itens,
mas mal consegue dobrar o valor de k, quan-
do comparado com seu valor convencional de
z=1,9599. Mas, ao se vislumbrar que, dificil-
mente, uma questao de auditoria conteria 10
tipos de inconformidade e as consequentes
combinag¢des, conclui-se que a majoragao do
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fator z devido a correc¢do de Bonferroni cer-
tamente nao inflard o tamanho da amostra a
ponto de inviabiliza-la.

Por fim, é possivel o desmembramento
de questdes politbmicas em tantas questoes
dicotdbmicas quantos forem os itens de res-
posta independentes algebricamente. Mas
essa deve ser uma solug¢io adotada com parci-
momia e apenas quando, definitivamente, fi-
zer sentido uma estimacao, em separado, das
proporgdes de cada item de resposta. Melhor
explicando, ha questionamentos em audito-
ria que se afastam da condi¢do construtiva
de dependéncia estatistica e complementa-
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ridade das proporg¢oes: Zlle p,=1. Suponha o
objetivo de identificar contratos que apresen-
tem inconformidades do tipo A e do tipo B. As
proporg¢des (ou probabilidades) de ocorrén-
cias entre inconformidades de tipo A e B sdo,
a principio, independentes estatisticamente
e devem ser tratadas em questdes dicotdmi-
cas separadas. Alids, nesse caso, uma questio
politbmica nao seria necessaria, a menos que
haja interesse em se mensurar a ocorréncia
simultidnea dos dois tipos de inconformida-
de (intersec¢do das ocorréncias), o que seria
incluir um item de resposta dependente es-
tatisticamente aos itens anteriores.

APENDICE A |

Adotando a demonstragdo por Casella (2002, p. 181-182), faz-se necessario primeiro apre-

sentar o teorema multinomial.

Teorema multinomial: Seja m e n inteiros positivos. Seja A o conjunto de vetores x=(x,...,X_)
z . . ~ . n ~ . ” .
tal que cada x, ¢ um inteiro nio negativo e X;_; x,=m. Entdo, para quaisquer niimeros reais p,,...,p, ,

!
R et T

|
XX

Considerando que os pi probabilidades tais que Xi_; p,= 1, tem-se que (p, +

.+ pn)m =1

Calcula-se, entdo, a distribui¢do marginal de X de uma distribui¢do multinomial. Para um
valor fixo de x , com o objetivo de calcular distribui¢do marginal de f(x,), deve-se somar todos

os possiveis valores de (x,.
n 1

X, ), ou seja, a soma sobre todos os (x,.

X ) tal que os X, sejam

todos inteiros nao negatlvos el 11 x=m-x_, conjunto o qual chamaremos de B. Entéo,

m!
X )= el 5 *n
) Z(xl,...,xn.1)€B x!.x! PP,
!
fx)=Y, L

(001, 1)€B xll xn!

flx,) = —=— prap) Z(

)
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(m-x)! (1-p )™

(m-x)! (1-p )"

(m-x)!

X1,...,%, 1)EB 0(71!... X

)5
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Usando o fatodeque x, +... +x,_,=m-x ep, +...+p, ,=1-p  eainda o teorema

multinomial, pode-se ver que a somatdério acima € igual a 1. Assim, demonstra-se que a dis-
tribui¢ao marginal de X ¢ uma binomial (m,p ).
n n

APENDICE B |

E conhecida a relagéo:
P(AUB) =P(A) + P(B) - P(A NB)

Como P(A UB) <1, tem-se que P(A NB) >P(A) + P(B) - 1 que é conhecida por desi-
gualdade de Bonferroni.

Essa desigualdade permite que se limite por baixo a probabilidade de eventos simul-
taneos, a interse¢do, em termos das probabilidades de eventos individuais (Casella e Berger,
2002, p. 11). Assim, suponha que os eventos A e B possuam cada um uma probabilidade
de 0,95.

Entdo a probabilidade de ambos ocorrerem € limitada inferiormente por:
P(ANB)=2PA) +P(B)-1=095+0,95-1=0,90

Pode-se generalizar a desigualdade de Bonferroni (Casella e Berger, 2002, p. 13). Apli-
cando a desigualdade Booleana o conjunto A“, tem-se que:

P(Ur) < Xy

Como, UA7 = (NA )¢ eP(A7) =1-P(A,), temos

! -P(nll A9 S"'Z?ﬂ Py
P(ﬂlf@ ZZ:L:]P(AJ-(n-l)

que € a versdo generalizada da desigualdade de Bonferroni.

Por fim, se 1 - a é o nivel de confianga simultaneo sobre um conjunto de n niveis de
confian¢a individuais 1 - B, utilizando a desigualdade de Bonferroni, obtém-se como limite
para o nivel de confianca f:

1-(122?:1 (1-B)-(m-1)

= pf2an

Por conservadorismo, usa-se p = a/n.
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APENDICE C |

(1 - o\ Uk-D
Demonstra-se que: ——~— < 1-(1-0)
2(k-1) >

,parak-12>1.

Substituindo-se k-1 por n para simplificar.

Entao, quando um inteiron > 1,

[1-(n)]"=1-n(a/n)+ [(n-1)/2n]o?-{[(n-1)(n-2)]/6n*} a3 + ...

Como a < 1 e é pequeno, [(n - 1)/2n]a? - {[(n - 1)(n -2)]/6n2} a3 + ... é positivo.
Logo, [1-(a/m)]"21-a=1-(a/n)2(1-a)""=1-(1-0a) "> (a/n)

Logo, voltando com k-1 no lugar de n e dividindo por 2, tem-se:

1-(1-q)/&-D N o Vkz2
2 “2(k-1)

Set/Dez 2012 27



